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О вычислении параметров

детерминированного хаоса

при исследовании биоэлектрической

активности мозга (ЭЭГ)

О. Ю. Майоров 1,2,3, В. Н. Фенченко 1,3,4

1Харьковская медицинская академия последипломного образования
МЗ Украины
2Институт охраны здоровья детей и подростков АМН Украины, Харьков
3Институт медицинской информатики и Телемедицины, Харьков, Украина
4Институт низких температур НАН Украины, Харьков

Резюме
Предложены алгоритмы для вычис�

ления уточненных параметров детер�
минированного хаоса в ЭЭГ: корре�
ляционной размерности, размерности
вложений, корреляционной энтропии,
энтропии Колмогорова�Синая, стар�
шего показателя Ляпунова, спектра
показателей Ляпунова с использова�
нием нескольких стационарных уча�
стков ЭЭГ и новой методики опреде�
ления задержки.
Ключевые слова: детерминирован�
ный хаос, корреляционная размер�
ность, размерность вложений, кор�
реляционная энтропия, энтропия
Колмогорова�Синая, старший показа�
тель Ляпунова, спектр показателей
Ляпунова, ЭЭГ, стационарность ЭЭГ.

1. Введение

При исследовании мозга животных
и человека не всегда возможно непос�
редственное исследование сложной
структуры его деятельности. В то же вре�
мя доступен производимый системой
сигнал ЭЭГ, который можно использо�
вать для анализа церебральных меха�
низмов.

Несмотря на высокую информатив�
ность спектрально�когерентного и мно�
го�размерного спектрального анализа
ЭЭГ [1], предназначенных для исследо�
вания линейных параметров, они не по�
зволяют изучать динамику процессов
обработки информации мозгом, нели�
нейную динамику этих явлений [2].

Как установлено в последние два де�
сятилетия, работа головного мозга, его
функционирование и развитие подчи�
няются нелинейным законам. Линейные
закономерности также имеют место, од�
нако, они представляют собой лишь ча�
стный случай (или приближение) бо�
лее общих нелинейных законов.

Нормальная динамика здорового
организма является хаотической, и мно�
гочисленные исследования показывают,
что наблюдаемый «хаос» присущ самой
природе протекающих в организме ди�
намических процессов, причем степень
«хаотичности» протекающих в организ�
ме процессов может меняться при пато�
логии в ту или иную сторону [3]. Хаоти�

ческая динамика дает много функцио�
нальных преимуществ, так как хаотичес�
кие системы способны работать в ши�
роком диапазоне условий и легко
адаптируются к их изменениям. С дру�
гой стороны, многие патологические со�
стояния проявляются снижением степе�
ни сложности и хаотичности тех или иных
ритмов [4].

Таким образом, решение задачи
оценки степени хаотичности тех или
иных, присущих живому организму вре�
менных ритмов позволит эффективно
диагностировать многие патологические
состояния организма [5].

К настоящему времени появились
работы, посвященные исследованию ди�
намических параметров мозга в различ�
ных измененных состояниях: спокойное
бодрствование, интеллектуальная на�
грузка, сон, кома, гипноз и т.д. [6–18],
шизофрении [12, 19–25] при эпилепсии
[26–39], при болезни Крейцфельда�Яко�
ба [40], синдроме Альцгеймера [41–43],
деменции и паркинсонизме [44], при
формировании эмоционального стрес�
са [45] септической энцефалопатии, рас�
стройстве внимания. В этих работах было
обнаружено значительные перераспре�
деление нелинейно�динамических па�
раметров биоэлектрической активности
при возникновении патологии и изме�
ненных состояний мозга и продемонсти�
ровано, что оценка нелинейно�дина�
мических параметров дает больше
информации, чем традиционный амп�
литудно�частотный анализ ЭЭГ [46].
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2. Постановка

задачи

исследования

Наличие детерминированного хаоса
в диссипативных системах можно уста�
новить, измеряя любую из динамичес�
ких переменных [47] и при этом, в част�
ности, [48, 49] можно оценить:
• корреляционную размерность, D2
(нижнюю границу размерности Хаусдор�
фа);
• размерность вложения аттрактора;
• старший показатель Ляпунова (мак�
симальную экспоненту Ляпунова);
• нижнюю границу энтропии Колмого�
рова�Синая (корреляционную энтро�
пию);
• энтропию Колмогорова�Синая.

Известны соответствующие расчетные
алгоритмы [46, 50–58], которые и при�
меняются для анализа ЭЭГ человека и
животных.

Предполагается, что исследуемый
сигнал ЭЭГ стационарный, а так как
на его поведение в будущем практичес�
ки сказываются только непосредственно
предшествовавшие моменты времени то
он эргодичный (достаточным условием
эргодичности является стремление к
нулю модуля функции автокорреляции
при увеличении временного сдвига, что
характерно для ЭЭГ�сигнала [59].

Всю необходимую информацию для
анализа восстанавливаемых параметров
хаоса можно получить по одной реали�
зации ЭЭГ. Однако тут приходится стал�
киваться с рядом принципиальных труд�
ностей. Короткий участок ЭЭГ не
позволяет получить требуемую точность
и достоверность восстанавливаемых па�
раметров хаоса. Кроме того, ЭЭГ всегда
в той или иной мере искажается есте�
ственными неконтролируемыми коле�
баниями состояния испытуемого. Это не
позволяет, как правило, выделить дос�
таточно длинный безартефактный учас�
ток ЭЭГ, соответствующий заданному
и стабильному состоянию мозговой дея�
тельности (особенно для детей, психи�
чески больных испытуемых, подопытных
животных).

На достаточно длинной записи ЭЭГ
всегда найдется несколько подходящих
для исследования участков. Важно, при�
меняя подходящие критерии, выделить
эти участки, и использовать их для вос�
становления параметров хаоса, скоррек�
тировав соответствующим образом из�
вестные алгоритмы. Это позволит
повысить точность и достоверность по�
лучаемых результатов.

3. Выбор

стационарных

участков ЭЭГ

для анализа

Обычно тест стационарности [60] ка�
кого�либо участка сигнала той или иной
природы основывается на том факте, что
нестационарные свойства сигнала, как
правило, описываются медленными во
времени изменениями среднего значе�
ния квадрата величины сигнала который
равен значению автокорреляционной
функции в нуле. Дело в том, что на прак�
тике крайне маловероятно, чтобы не�
стационарный сигнал x(t) обладал авто�
корреляционной функцией

R(t)=lim��x(τ)x(t+τ)dτ1
TT��

T

0

зависящей от τ при всех значениях t,
кроме t = 0.

Таким образом, для выделения ста�
ционарного участка необходимо запись
ЭЭГ разбить на интервалы и для каждо�
го такого интервала вычислить средние
значения квадрата сигнала – в границах
стационарного участка ЭЭГ они сохраня�
ют почти постоянное значение.

Проверить это можно с помощью не�
параметрического критерия «серий»
и «инверсий», в которых не использу�
ются никакие предположения относи�
тельно вида распределения сигнала [61],
но, разумеется, число рассматриваемых
интервалов не должно быть слишком
малым.

Выбрать необходимую продол�
жительность интервалов, на которые
следует разбивать запись ЭЭГ, можно
ориентируясь на приведенные в [62] ап�
проксимации автокорреляционных фун�
кций ЭЭГ сигналов экспоненциально за�
тухающими колебаниями, т.е.

,

R(t)=R(0)e�αtcosνt

и полученные там же типичные значе�
ния коэффициентов затухания и соответ�
ствующих частот. Очевидно, длина ин�
тервала должна существенно превышать
характерное время убывания соответ�
ствующей корреляционной функции.

Установить, какие из выделенных
участков отвечают одному и тому же со�
стоянию испытуемого можно воспользо�
вавшись тем, что стационарные участ�
ки, отвечающие различным стабильным
состояниям испытуемого, будут характе�
ризоваться разными средними значени�

ями квадрата сигнала и разными ха�
рактерными временами корреляции сиг�
нала.

Заметим, что в дальнейшем при не�
обходимости можно уточнить границы
стационарных участков, используя алго�
ритм, основанный на применении мо�
дифицированной статистики Колмого�
рова�Синая [63].

4. Восстановление

параметров хаоса.

Использование

нескольких

стационарных

участков ЭЭГ для

восстановления

параметров

аттрактора

4.1 Оценка корреляцион@

ной размерности D
2

(Correlation dimensions,

нижняя граница размер@

ности Хаусдорфа)

Корреляционная размерность явля�
ется характеристикой размерности ат�
трактора динамической системы мозга.
Корреляционная размерность позволя�
ет оценить сложность (размерность)
«странного» аттрактора, отражающего
свойства динамической системы по од�
ному исследуемому отведению. Вычис�
ление этой размерности оказывается
проще, чем расчет Хаусдорфовой раз�
мерности.

Сигнал ЭЭГ x(t), поступающий от со�
ответствующего отведения представляет
собой одну из динамических перемен�
ных системы, т.е. x(t)=x

i
(t) при некото�

ром i(1≤ i ≤ n). Пусть {x
i
}

i=1,...,�– времен�
ной ряд, полученный в результате
измерения через постоянные интервалы
времени сигнала x(t). Исходя из вектора
значений этого ряда, построим смещен�
ные m�мерные вектора {Z

j
}

j=1,...,�, где
Z

j,k
=x

j+d(k–1)
, а d — смещение. Тогда, за

редкими исключениями, при m�2n+1 и,
вообще говоря, произвольном смеще�
нии d параметры реконструированного
аттрактора в m�мерном пространстве Z
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совпадают с параметрами исходного
аттрактора в n�мерном пространстве X.

Мерой пространственной неоднород�
ности аттрактора служит его Хаусдор�
фова размерность — если для того, чтобы
покрыть аттрактор в m–мерном фазовом
пространстве, требуется K(ε)  m–мерных
ячеек со стороной ε, причем K(ε)~ε–D при
ε�0, то показатель D и называется Ха�
усдорфовой размерностью аттрактора.
Понятно, что численное определение Ха�
усдорфовой размерности путем покры�
тия фазового пространства множеством
ячеек и подсчета числа точек, попадаю�
щих в выбранную ячейку практически
невозможно для аттракторов больших
размерностей. Поэтому, как обычно, бу�
дем использовать оценку Хаусдорфовой
размерности снизу, которую можно по�
лучить сравнительно просто, вычислив
корреляционную размерность аттрак�
тора D
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где p
i
 — вероятность попадания точки

аттрактора в i�ю ячейку. Действительно,
определим корреляционную сумму фор�
мулой
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где Θ — функция Хевисайда, K — число
рассматриваемых точек, а
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.

 Тогда ,

Однако и вычисление корреляцион�
ной размерности D

2
 сопряжено с труд�

ностями. Вследствие того, что длина рас�
сматриваемого ряда ограничена, не
удается рассмотреть ячейки слишком
малого размера, так как невозможно
оценить вероятности попадания в них
точек аттрактора. Причина этого в том,
что в каждую ячейку попадет всего не�
сколько точек, и, кроме того, в этом слу�
чае обычно велико влияние погрешнос�
тей измерений. В то же время, если
размер ячеек будет недостаточно мал, то
не удается выявить структуру аттрактора.

Известно, что реально определить
структуру аттрактора можно только при
наличии выборки достаточной длины
(конечно, если этому не помешают шу�

мовые эффекты). И хотя в общем слу�
чае, трудности могут возникнуть, если
нарушается неравенство [46]

m<(1�2)lgN,

где m – размерность фазового простран�
ства, а N — длина выборки, часто удает�
ся ограничиться и гораздо менее длин�
ными выборками. Заметим, что для
небольших выборок при малых ε в каж�
дой ячейке разбиения будут преобладать
точки, лежащие на том же участке тра�
ектории, что ухудшает точность опреде�
ления D

2
. Поэтому важное значение

приобретает модификация корреляци�
онной суммы [64], состоящая в том, что
при подсчете корреляционной суммы
определенное число ближайших точек
на траектории нужно не учитывать, так
как они не отображают структуру аттрак�
тора, а только характеризуют частоту дис�
кретизации сигнала.

Многочисленные расчеты показыва�
ет, что с достаточной точностью и досто�
верностью структура аттракторов, харак�
терных для ЭЭГ сигналов может быть
восстановлена по стационарному участ�
ку ЭЭГ продолжительностью 60–90 с.
Требуемая при этом минимальная час�
тота дискретизации может быть оценена
на основе полученных в [56] типичных
значений частот колебаний и соответ�
ствующих коэффициентов затухания для
автокорреляционных функций ЭЭГ.

В тоже время из практики электроэн�
цефалографии известно, что, в основ�
ном, продолжительность стационарного
участка ЭЭГ редко превышает (20�30)c.
Таким образом, важность использова�
ния нескольких участков ЭЭГ для восста�
новления параметров аттрактора стано�
вится очевидной.

Как известно, корреляционная сумма
C(K,m, ε) показывает, какое количество
пар точек реконструированного аттрак�
тора лежит на расстоянии, не превосхо�
дящем ε (K — суммарное число пар то�
чек, m — размерность пространства
вложения).

Пусть {x
i
}

i=1,...N
 рассматриваемая вы�

борка. Если она соответствует одному
стационарному участку ЭЭГ, то, очевидно,
для расчета корреляционной суммы
можно построить K=N–d(m–1) смещен�
ных m�мерных вектора

Z
j
={x

i
,x

j+d
,...,x

j+d(m–1)
}.

Если же эта выборка соответствует не�
скольким стационарным участкам ЭЭГ,
то смещенные вектора можно построить
для каждого участка выборки, т.е. их сум�
марное количество будет K=N–d(m–1)S,
где S — количество стационарных участ�
ков в выборке.

Заметим, что незначительная моди�
фикация известного алгоритма сколь�
зящей суммы [49] позволяет и в этом
случае организовать эффективное вы�
числение корреляционной суммы.

Практически для вычисления корре�
ляционной размерности при заданной
размерности вложения вычисляют кор�
реляционные суммы и рассматривают
зависимость тангенса угла наклона кри�
вой f=lnC(K,m,ε) от величины e=lnε.
На этой кривой можно выделить не�
сколько областей [46].

В первой — размеры ячеек слишком
малы, что не позволяет оценить веро�
ятности попадания точек в них аттрак�
тора. Во второй — выборка недостаточ�
на, чтобы передать структуру аттрактора
и, кроме того, в этой области обычно
существенна точность, с которой изве�
стны точки аттрактора. В третьей — точ�
ки кривой характеризуют структуру
аттрактора, кривая f(e) имеет прямоли�
нейный участок (значение тангенса его
наклона соответствует размерности ат�
трактора). Заметим, что длина этого
участка зависит от величины смеще�
ния [56] и при неудачном выборе сме�
щения прямолинейный участок может
отсутствовать и тогда размерность ат�
трактора восстановить не удасться. На�
конец, в четвертой области размеры
ячеек разбиения слишком велики и не
позволяют выявить структуру аттрак�
тора.

Обычно указанные области и прямо�
линейный участок на кривой  f(e) выде�
ляют «вручную», что, конечно, нежела�
тельно.

Для ограничения «человеческого
фактора», прежде всего, зададим ми�
нимальное количество точек аттракто�
ра, которые должны попасть в ячейку,
и тем самым исключим из рассмотре�
ния первую и, частично, вторую об�
ласть. Задав далее максимально воз�
можное отклонение кривой f(e) от
прямой линии (разумеется, нужно учи�
тывать неравномерность сетки, на ко�
торой задана кривая), попытаемся ав�
томатически без участия исследователя
найти на ее графике подходящий пря�
молинейный участок минимально до�
пустимой из соображений достоверно�
сти результатов длины, постепенно
смещаясь в сторону увеличения зна�
чений размера ячеек, т.е. e. Наконец,
после того, как положение прямолиней�
ного участка найдено, для повышения
точности определения угла его накло�
на следует максимально, до появления
недопустимых отклонений кривой  f(e)
от прямой линии, увеличить длину
этого участка. Эта методика реализова�
на нами в системе компьютерной ЭЭГ
NeuroResearcher®’2005	2007 (версии 12–14)
(NeuroResearcher®	Chaos’2005	2007).
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4.2 Размерность вложений

(Embedding Dimensions)

Размерность вложений (n) аттракто�
ра динамической системы мозга позво�
ляет сделать предположение о том, как
много компонентов формируют исследу�
емую нейродинамическую систему.

Размерность реконструкции (раз�
мерности вложения) — это наимень�
шая целая размерность пространства,
содержащего весь аттрактор. Ее вели�
чину устанавливают по стабилизации
параметров аттрактора (обычно — по ста�
билизации значения корреляционной
размерности D

2
, которое увеличивается

по мере увеличения размерности рекон�
струкции m и, при достаточно большой
размерности реконструкции, практичес�
ки перестает меняться. Иногда – по ста�
билизации старшего показателя Ляпуно�
ва (см.п.4.5)).

Однако, для проведения реконструк�
ции прежде всего следует выбрать ве�
личину смещения [56].

Обычно используют следующие сооб�
ражения [46]: если компоненты рекон�
струированных векторов будут «незави�
симы друг от друга», то можно ожидать,
что эти вектора будут нести «наиболь�
шее количество информации об аттрак�
торе». Простейший способ добиться
такой независимости — это выбрать сме�
щение d близким к нулю автокорреля�
ционной функции.

Другая методика основана на теории
информации — смещение выбирают так,
чтобы каждый следующий реконструи�
руемый вектор добавлял наибольшую
информацию об аттракторе.

Заметим, что в редких случаях может
оказаться так, что автокорреляционная
функция не имеет нулей, а функция вза�
имной информации — минимума (обе
просто монотонно убывают с ростом d),
тогда, очевидно, при выборе смещения
следует просто ограничиться достаточным
убыванием этих функций. Чаще ноль
или минимум есть, но в качестве сме�
щения они не всегда оказываются опти�
мальными.

Более сложной является разработан�
ная нами методика [56], базирующаяся
на оценке «формы» реконструированно�
го аттрактора. Смещение выбирают так,
чтобы размеры реконструированного ат�
трактора по всем осям было по возмож�
ности близки. С этой целью для данной
размерности вложения m строят ковари�
ационную матрицу C размерностью mxm
для матрицы, строками которой служат
вектора {Z

j
}

j=1,...,K


 �Z
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K

K
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,

где                                                   — средние

значения исходной матрицы по столб�
цам. Далее находят спектр собственных
значений матрицы C (так как ковариа�
ционная матрица симметричная, то ее
спектр вещественный), выбирают ми�
нимальное λ

min
 и максимальное λ

max 
соб�

ственное значения и определяют смеще�
ние d из условия минимума отношения


 Z
i,j

Z
j
= 1

K

K

k=1

λmax

λmin

которое, очевидно, характеризует сте�
пень отклонения реконструированного
аттрактора от «сферической» формы.
Однако и эта методика не всегда дает
оптимальные результаты.

Дело в том, что если окно реконст�

рукции w=(m–1)d слишком мало, то об�
раз аттрактора оказывается «спрессован�
ным» вдоль некоторых направлений.
Во�первых, из�за этого возникают так на�
зываемые «ложные соседи» — пары то�
чек близких в пространстве Z, хотя их
образы в пространстве x не были близ�
ки. Во�вторых, для изучения деталей ат�
трактора необходимо различать очень
мелкие масштабы, для чего нужны очень
большие выборки и отсутствие помех.
Если окно реконструкции слишком ве�
лико, то образ аттрактора подвергается
«растяжению и складыванию» и потому
вплоть до некоторых масштабов будет
исследоваться не структура самого ат�
трактора, а структура получившихcя скла�
док. При этом на соседних складках тоже
возникают «ложные соседи» и на боль�
ших масштабах реконструкция будет выг�
лядеть как объект большей размернос�
ти, чем на самом деле [46].

Таким образом, важна оптимизация
величины смещения, но это требует зна�
чительных временных затрат. Потому
целесообразно использовать все три
методики и в качестве рационального
смещения принять лучшее из получен�
ных значений. В большинстве случаев
для реконструкции ЭЭГ аттракторов луч�
шим оказывается смещение, получен�
ное по методике, базирующаяся на оцен�
ке «формы» реконструированного
аттрактора.

,

4.3 Корреляционная энтро@

пия (Correlation entropy,

нижняя граница энтропии

Колмогорова@Синая)

Энтропия характеризует степень раз�
бегания близких фазовых траекторий.
Она позволяет оценить количество ин�

формации, которая необходима для прог�
ноза поведения динамической системы
мозга в будущем. Иными словами, она
позволяет оценить промежуток време�
ни, на который можно сделать прогноз
(чем меньше значение (величина) энт�
ропии тем на больший отрезок времени
можно сделать прогноз). Корреляцион!
ная энтропия является нижней границей
энтропии Колмогорова�Синая, которая
может быть оценена и другим способом
с помощью спектра показателей (экспо�
нент) Ляпунова.

Рассмотрим снова покрытие аттрак�
тора ячееками со стороной ε и обозна�
чим P

i0,...,in
 — вероятность того, что в мо�

мент времени t=0 точка на фазовой
траектории находилась в ячейке с но�
мером i

0
, в момент времени t=τ – в ячей�

ке с номером i
1
 и т.д. Энтропия Колмо�

горова�Синая определяет скорость
потери динамической системой инфор�
мации и определяется формулой

,

для дискретных траекторий (временно�
го ряда), очевидно, τ=1 и тогда

.

Энтропия Колмогорова�Синая позво�
ляет оценить среднее время предсказу�
емости системы, которое определяется
по формуле

Tm=– 1
H
ln ε ,

где ε — точность предсказуемости состо�
яния системы (при T � Tmс такой точнос�
тью возможны лишь статистические
предсказания). В случае регулярного
движения энтропия равна нулю и время
предсказуемости бесконечно, энтропия
положительна. Когда в системе наблю�
дается динамический хаос, время пред�
сказуемости в этом случае имеет конеч�
ную величину. Если динамику системы
определяет случайный шум, то энтропия
бесконечна и время предсказуемости
равно нулю.

Численное определение энтропии
Колмогорова аттрактора путем покрытия
фазового пространства множеством яче�
ек и подсчета вероятности попадания
точек в выбранную последовательность
ячеек практически невозможно для атт�
ракторов больших размерностей. Поэто�
му используют оценку энтропии Колмо�
горова снизу, которую можно получить,
определив корреляционную энтро�
пию аттрактора H2� H

H=–lim lim
ε�0 K��


P
i0,...,ik
lnP

i0,...,ik

1
K

i0,...,ik

H=
–lim lim lim

τ�0 ε�0 K��

Pi0,...,ik

lnPi0,...,ikKτ
i0,...,ik

1
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H2=–lim lim
ε�0 K��

ln
P
2

i0,...,ik

1
K

i0,...,ik

,

для вычисления которой пользуются
формулой [65].

где d — выбранная для реконструкции
задержка, а ∆t — шаг дискретизации по
времени (часто в этой формуле исполь�
зуют не натуральный логарифм, а лога�
рифм по основанию 2 — в этом случае
энтропия будет выражена в         ).

Заметим, что вычисление корреляци�
онной энтропии K

2
 сопряжено с теми же

трудностями, что и вычисление корре�
ляционной размерности D

2
 .

Практически значение ε  выбирают
по результатам реконструкции аттракто�
ра в области, где точки кривой f(e)
характеризуют структуру аттрактора
(т.е. там, где кривая  зависимости
f=lnC(K,m,ε) от величины e=ln ε имеет
прямолинейный участок. При этом пред�
почтительными являются меньшие
значения, а величину энтропии устанав�
ливают по стабилизации значения от�
ношения

,

ln
C(K,m,ε)

C(K,m+1,ε)
,

при m, значение которого больше чем
размерность вложения аттрактора.

Заметим также, что для повышения
точности вычисления корреляционной
энтропии можно воспользоваться по�
правкой, вычитая из логарифма отно�
шения корреляционных сумм ∆D

2
(m)ln ε,

где ∆D
2

(m) — погрешность в определе�
нии размерности аттрактора при его ре�
конструкции в пространстве размерности
m и m+1. Теоретически эта погрешность
должна быть весьма малой при боль�
шой размерности реконструкции, но на
практике ею часто пренебрегать нельзя.

4.4 Спектр показателей

Ляпунова

Наряду с описанным выше алгорит�
мом для определения показателей
Ляпунова используют и иные методы,
в частности метод, предложенный [66–
67]. Суть этого метода сводится к следу�
ющему: выберем сферу малого радиуса
в реконструированном пространстве,
через несколько шагов она, очевидно,
превратится в эллипсоид и, если у нас
есть несколько положительных показа�
телей Ляпунова, то сфера при этом рас�

тянется вдоль некоторых направлений.
Если радиус выбранной сферы достаточ�
но мал, то оператор, переводящий сфе�
ру в эллипсоид будет близок к сумме
операторов сдвига и некоторого линей�
ного оператора, собственные числа
которого и будут соответствовать пока�
зателям Ляпунова. Проведя затем
усреднение по всему аттрактору мы и по�
лучим интересующий нас спектр показа�
телей Ляпунова.

Важное отличие этого метода состоит
в том [68], что он не обладает свойством
«насыщения», т.е. он не позволяет уста�
новить размерность реконструкции и она
должна быть определена  заранее
(см. п.4.2).

Спектр показателей Ляпунова обыч�
но используется для оценки величины
энтропии Колмогорова�Синая, которая
меньше или равна сумме положитель�
ных показателей Ляпунова (обычно счи�
тают, что имеет место знак равенства )

H=
λ
i

i:λ�0

и ляпуновской размерности аттрактора
(она дает оценку сверху размерности
Хаусдорфа, но часто считают, что имеет
место равенство этих размерностей)

limlim ln
C(K,m,ε)

C(K,m+1,ε)ε�0 m��d∆t
1H

2
=

бит
c

D=k+ i=1


λ
i

k

λk+1

,

где λ1� λ2�...— упорядоченные по убы�
ванию показатели Ляпунова, k — наи�
большее число, при котором

i=1


λ
i
�

k

Таким образом, определение спект�
ра показателей Ляпунова позволяет кон�
тролировать проведенные расчеты па�
раметров хаоса и тем самым увеличить
их точности и добиться необходимой
достоверности результатов.

4.5 Старший показатель

Ляпунова (maximal

Lyapunov exponent)

Старший показатель Ляпунова служит
численной характеристикой степени
разбегания первоначально близких тра�
екторий и является характеристикой ха�
отичности поведения динамической
системы мозга (динамической системы
регуляции сердечно�сосудистой систе�
мы на основе Вариабельности R�R ин�
тервалов).

Рассмотрим две близкие в началь�
ный момент времени траектории ди�
намической системы. В дальнейшем
эти траектории могут экспоненциально
«разбегаться», экспоненциально
«cближаться» или расстояние между
ними будет меняться медленней, чем
экспоненциально. Конечно, динами�
ческому хаосу соответствует неустойчи�
вость каждой отдельной траектории —
т.е. наличие экспоненциального «раз�
бегания». Для того, чтобы описать си�
туацию в целом вводят показатель
Ляпунова

,

который, характеризует, как развивает�
ся вдоль траектории какое�то малое воз�
мущение (здесь ∆x(t) — расстояние меж�
ду рассматриваемой и близкой к ней
траекториями в момент времени t, а
∆0 — в начальный, нулевой, момент вре�
мени).

Важно, что [46] ляпуновские показа�
тели, количество которых, очевидно,
соответствует размерности фазового
пространства системы, как правило,
не зависят от рассматриваемой траек�
тории — на этом факте, собственно, и ос�
нованы методы вычислений ляпуновс�
ких показателей.

Принципиальное значение имеет
главный (максимальный) показатель
Ляпунова, его положительность говорит
о наличии хаотического движения и
именно его, как правило, определяют.
Для этого, обычно, используют двойное
усреднение — сначала определяют ло�
кальный коэффициент «разбегания»
близких траекторий в данной точке,
а затем проводят усреднение по всем
точкам [69] (практически при большой
выборке можно ограничиться усредне�
нием по достаточно большому числу то�
чек).

Очевидно, этот алгоритм с незначи�
тельной коррекцией можно применить
и в случае восстановления главного по�
казателя Ляпунова по выборке, которая
соответствует нескольким стационар�
ным участкам ЭЭГ. Здесь это важно, так
как для получения высокой точности
восстановления старшего показателя
Ляпунова нужно, чтобы исследуемая
выборка позволила рассмотреть для
большого количества точек выборки
достаточное количество «близких» тра�
екторий.

Что касается ограничения «челове�
ческого фактора», то для этого можно
использовать те же приемы, что были
применены при определении размер�
ности аттрактора.

ln ⎜∆x (t) ⎜
t

λ=lim lim
∆0�0t��

0 .
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5. Восстановление

параметров хаоса

(результаты

экспериментов)

Описанные модификации алгорит�
мов были реализованы в нескольких
версиях программного комплекса ком�
пьютерной ЭЭГ NeuroResearcher®’2005	2007
(NeuroResearcher®	Chaos’2005	2007) [1, 54–58]
и использовались для анализа ЭЭГ груп�
пы больных шизофренией и контрольной
группы здоровых испытуемых [6, 7, 19–
22, 45].

Тестирование алгоритмов проводи�
лось путем обработки модельных вре�
менных рядов, в частности, для отобра�
жения Хенона, Икеды, систем Лоренца
и Ресслера (длина выборки — 10000 эле�
ментов). Результаты тестирования пока�

зали хорошее (в пределах допустимой
погрешности), совпадение с данными,
полученными другими авторами.

На рис.1 приведен типичный вид
ЭЭГ сигнала («затылочное» отведе�
ние), состоящего из двух предположи�
тельно стационарных участков, отвеча�
ющих, однако, разным состояниям
здорового испытуемого (спокойное
бодрствование и ментальная нагрузка
— обратный счет в уме) и артефактно�
го участка (вызванного мышечной ре�
акцией — моргание) и результаты вы�
числения средних значений квадрата
сигнала при делении (для примера)
тестируемых участков на односекунд�
ные интервалы (заведомо превосхо�
дящие время корреляции сигнала на
соответствующих участках).

Оказалось, что согласно критерию
серий и критерию превышений нет ос�
нований отвергнуть гипотезу о стацио�
нарности тестируемых участков (в рас�
четах принят уровень значимости 5%)
и, следовательно, эти участки можно

считать стационарными. При этом вы�
яснилось, что среднее значение квад�
рата сигнала на первом участке почти
вдвое превосходит среднее значение
квадрата сигнала на втором участке, т.е.
тестируемые участки можно четко раз�
делить как соответствующие разным со�
стояниям испытуемого.

Расчет параметров хаоса по вре�
менному ряду малой продолжительно�
сти позволяет предварительно оценить
размерность вложения аттрактора
и ориентировочно вычислить его кор�
реляционную размерность, корреляци�
онную энтропию соответствующего про�
цесса и старший показатель Ляпунова.
Здесь важную роль играет выбор ве�
личины смещения для реконструкции
аттрактора, и, так как время счета от�
носительно невелико, то можно про�
вести оптимизацию смещения — кри�
терием оптимальности, очевидно,
является максимальная длина прямо�
линейного участка на зависимости
f=lnC(K,m,ε) от e=ln ε.

Рис.1. Тестирование участков ЭЭГ сигнала на стационарность.

На рис. 2–4 показаны результаты
определения корреляционной размер�
ности типичного аттрактора ЭЭГ сигнала
здорового испытуемого («затылочное»
отведение, испытуемый в состоянии спо�
койного бодрствования), корреля�
ционной энтропии соответствующего
процесса и старшего показателя Ляпуно�
ва. Расчет проводился по относительно
короткому стационарному участку ЭЭГ
продолжительностью 11 c (соответству�
ющий временной ряд содержал 4400
членов и имел 256 экстремумов). При
этом удалось установить, что ориентиро�
вочно корреляционная размерность ат�
трактора составляет 7.24, корреляционная
энтропия — 29.18, а старший показатель
Ляпунова — 47.18 (заметим, что в дан�
ном случае оптимальная величина сме�
щения,была близка к величине смеще�
ния, полученной по  разработанной нами
методике [56]).

Расчет параметров хаоса по времен�
ным рядам большой продолжительнос�
ти требует значительных временных зат�
рат. Поэтому важную роль приобретают
вопросы организации процесса вычис�
лений. Очевидно, так как главный инте�
рес представляет определение корреля�
ционной размерности ЭЭГ аттракторов и
корреляционной энтропии процессов,
протекающих в мозгу, то во многих слу�
чаях можно ограничиться вычислением
корреляционных сумм для нескольких
подходящим образом выбранных раз�
мерностей вложения. Во всяком случае
не нужно тратить время на вычисление
корреляционных сумм для размерностей
вложения заведомо  меньших реальных
значений, но следует иметь в виду, что
длина прямолинейного участка на зави�
симости  f=lnC(K,m,ε)от e=ln ε умень�
шается по мере увеличения размернос�
ти пространства реконструкции. Также не

следует проводить и вычисление пока�
зателя Ляпунова для размерностей вло�
жения заведомо  меньших реальных зна�
чений. Еще укажем на тот факт, что
целесообразно объединить счет корреля�
ционных сумм и показателя Ляпунова — и
там и там нужно находить пары близких то�
чек и лучше это сделать однократно.

В табл.1 приведены результаты уточ�
ненного определения корреляционной
размерности аттрактора, корреляцион�
ной энтропии процесса и старшего по�
казателя Ляпунова по нескольким стаци�
онарным участкам ЭЭГ (была достигнута
точность стабилизации параметров ха�
оса не менее 5%).

Проведенные расчеты показывают, что,
обрабатывая временной ряд, составленный
из нескольких участков ЭЭГ, удается ощути�
мо поднять точность восстановления пара�
метров хаоса и, что существенно, повысить
достоверность получаемых результатов.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Рис. 2. Расчет корреляционной размерности аттрактора.

Рис. 3. Расчет корреляционной энтропии процесса.

Рис. 4. Расчет старшего показателя Ляпунова.
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Выводы

Табл. 1.  Параметры хаоса сигнала ЭЭГ (здоровый
испытуeмый, состояние спокойного бодрствования,

«затылочное» отведение).

Предложена модификация известных
алгоритмов восстановления параметров
хаоса, обеспечивающая существенное
повышение точности и достоверности
определения параметров аттрактора по
данным ЭЭГ, основанная на использо�
вании нескольких безартефактных ста�
ционарных участков ЭЭГ, отвечающих
заданному стабильному состоянию ис�
пытуемого.

Соответствующие алгоритмы были
реализованы в новой версии
программного комплекса для компью�
терной ЭЭГ NeuroResearcher®’2005	2007
(NeuroResearcher®	Chaos’2005	2007), тести�
рованы при обработке модельных вре�
менных рядов (в частности, для ото�
бражения Хенона, систем Лоренца и
Ресслера) созданных программой
Fractan [70] и использовались для об�
работки ЭЭГ группы больных испытуе�
мых (шизофрения) и контрольной груп�
пы здоровых испытуемых.
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выборки
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Число
экстремумов
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Старший
показатель
Ляпунова

47.18 39.10 39.24
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Резюме
Запропоновано алгоритми для об�

числення уточнених параметрів детер�
мінованого хаосу в ЕЕГ: кореляційної
розмірності, розмірності вкладень, коре�
ляційної ентропії, ентропії Колмогоро�
ва�Сіная, старшого показника Ляпуно�
ва, спектра показників Ляпунова  з
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